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Originale Gerono’sche Lemniskate

{a=.,b=.};

paral = 2ay == a% - x?;
para2 = 2ay == x? - a’;

Konstruktion als Mittenkurve, siehe Buch Seite 117 Kap 4.4.2.1, Herleitung dort, aber auch hier mir
der Verallemeinerung: das linke a wird b.
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Im Vergleich zum Logo der BMG ist dies zu flach.

Anpassung der originalen Gerono’schen Lemniskate

paral = 2by == a - x?;
para2 = 2by = x* - a?;

Konstruktion als Mittenkurve, Herleitung mit der Verallemeinerung: das linke a wird b.

u+s

Q=(u,v) auf Griin; S=(s,t) auf Blau, y=v=t , x= 5

u

23, (U, 53]

Eliminate[{2by = -u?>+a®, 2by = s*-a%, x ==
2
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Ich habe a=3 gewahlt, mit b=2 passte das Bild.

n- Gerono = x* = a2 x? - b? y?

ou= X* = a? x2 - b? y?

Dass Logo der BMG hat also mit b - G die Gleichung

W N

9x*=a% (9x*-4y?)

Nullstellen und Extremwerte

Die hohe Symmetrie ist aus der Konstruktion ersichtlich.
Die Nullstellen sind +-a. Die Extremwerte sind die Ordinaten der Scheitel der erzeugenden Para-

beln, also +- = 2b

Die Extremstellen kdnnen aus der Gerono-Gleichung bestimmt werden:

aZ
In[2):= Solve[ Gerono /.y -> —| // Evaluate, x]
2b

out[2]= {{X - -
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Die Extremstellen sind unabhangig von b, die Ortskurve der Extremstellen ist
also ein zur y-Achse paralleles Geradenpaar im Abstand a /2 .

Dies ist die Diagonale eines Quadrates mit Kantenlange a.

Gerono’sche Lemniskate als Versiera
Spez. BMG-Lemniskate

Gerono'schgyl emniskate
als Versierd|mit zwei Ellipsen

Ha 2018 3

a
Extremstelle umalih. von b bei

Die Gerono'uhe{ pmniskte v2.
nimmt im Rechte:l 213 ein.
(x- f)z y
gruen = + =1;
aZ at
4 4b?
2 2
blau = x_+y_ ==1;
az k2
Ist Q im Extrempunkt der griinen Ellipse, dann gilt Q = (%,%).
Es hat der Lemniskatenpunkt P die die Abszisse % wie oben gezeigt.
a=.;b=.

Die Gerade durch Q hat die Gleichung
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Die Ordinate von E ist damit

aXx a

y=—/.X> —
b /2
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Damit kann die zweite Halbachse der blauen Ellipse bestimmt werden:

Damit ist k% = Z—:

x2 bZ yZ
blauok = —2 +

=1

ContourPlot[{gruen, blauok, Gerono, 9x* == a’? (9x*-4y?)} // Evaluate,

{x, -3, 3}, {y, -5, 5}, AspectRatio - Automatic, Axes - True]
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Beweis, dass diese Konstruktion
wirklich die Gerono-Lemniskate ergibt

Angelehnt an Satz 4. Seite 88 im Buch
eins = griin /. x> u

4(—§+u)2 +4b2y2
2

4

a a
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aZ
zwei = blau /. {y > t, k> —}
b

ger =xy == ut

Xy =tu
Eliminate[ {eins, zwei, ger} // Evaluate, {u, t}]
—a?x?y+xty == -b’y3&Ra+0

Nach Division durch y ist dies die Gerono-Gleichung

—a2x? 4 x® = b2 y?

Flache unter der Gerono’schen-Lemniskate
XZ (a2_x2) = beZ
X
fIx_] := — a? - x?
1= 2 (@)

Integrate[f[x], x]

(az _ X2> 3/2

3b

Integrate[f[x], {x, O, a}] // PowerExpand

a3

3b

Die Gerono’sche Lemniskate hat den Flacheninhalt
4 a3

-

3b

Speziell hat die BMG-Lemniskate, bei der b = %a ist,
den Inhalt 2 a?

le =

Das umbeschriebene Rechteck hat die Flache

a2
re=2a2 —
2b
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DieGerono’sche Lemniskate nimmt fur alle a und b im umbeschriebenen
Rechteck genau 2 ein.

Das gilt damit auch fur die BMG-Lemniskate.



