Kurven aus Kreislaufen (Meyer’sche Kurven)

meyersche-kurven.nb  www.kurven-sehen-und-verstehen.de Bereich Kap. 8 Drehwurm
Dorte Haftendorn

m Anregung Jorg Meyer, AK Geo 2017 Saarbrucken

® 4=

a=35,1r1=3,1r2=2
Ha neu, nach JM17-K8e vari4 Ellipse unabhangig von a

Bei Meyer haben die Kreise verschiedene Mittelpunkte auf der x-Achse,
symmetrisch zu O in Entfernung a. Da aber P aus der Vektorsumme entsteht,

ist die Ortskurve von P unabhangig von a. Das gilt fur alle Beispiele von Jorg

Meyer.

t, =1 by ~
e 4=t

T a=0,r=3m=2
Ha neu, nach JM17-K8e vari4 Ellipse unabhéngig von a

A auf Kreis |, Radius r; Winkel t;, B auf Kreis 2, Radius r, Winkel t,

ngse= P = {xa+xb, ya+yb}

ou3el= {xa + xb, ya +yb}

n371= Xa = r1Cos[tl]; ya = rl1Sin[tl]; xb = r2Cos[t2]; yb = r2Sin[t2]; P
Kosinus Sinus Kosinus Sinus

ouz7= {rlCos[tl] +r2Cos[t2], rlSin[tl] +r2Sin[t2]}
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In Folgenden werden gleiche und unterschiedliche Radien und verschiedene

Verhaltnisse von tjund t, betrachtet.
Spezielle Pascalsche Schnecke bei 2t|=t;

Erst spezieller mit Schlaufe, die den Ursprung auB3erhalb des Doppelpunktes

enthalt

Pb= (P/.{rl>r,r2>r,tl>t, t2-2t})
outeo) {rCos[t] +rCos[2t], rSin[t] +rSin[2t]}

1= X = P[[1]]
y==P[[2]]
ouz)= X == rCos[t] + rCos[2t]

outz)= Y == rSin[t] + rSin[2t]

ines= Eliminate[{x == rCos[t] +rCos[2t], y == rSin[t] +rSin[2t]} // TrigExpand, t] //
eliminiere Kosinus Kosinus Sinus Sinus erweitere trigonometrisc
FullSimplify

vereinfache vollstandig

ouzs)= 12 (2rx+3 (X2+y2)) = (x2+y2)2

o= P = 23 ContourPlot [r‘2 (2 rx+3 (x2 + yz) ) == (X2 + y2) 2,
Konturgraphik

{x, -3, 5}, {y, -4, 4}, Axes - True, ContourStyle - Red|
Axen wahr Konturenstil rot

4F

Out[29]=

-2}

4L

N
np3= {P, xa, ya, xb, yb} =.;
Ubliche Gleichung der Pascalschen Schnecken, Doppelpunkt im Ursprung
(X2 +y*-2a x)? == k* (x*+y?)
Die hergeleitete Gleichung und ihr Doppelpunkt

o= P=.; Solve[r? (2rx+3 (X2 +y?)) = (x2+y2)2 /.y -0, x]
|6se
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Verschiebung um r nach rechts
4= P2 (2 rx+3 (x2+y2)) - (x2+y2)2 /.X->x-r // Expand
ougal= =32 x2+4rxd - x*+riy? s 4rxy?-2x2y? -yt
o= - (X2 +y?-2ax) 2, K2 (x* +y?) 7/ Expand

ousl —4aix?+kix®?+4ax®-x*+k2y?+daxy?-2x2y? -yt

In[49]:= Solve[{—4a2+k2 == -3r?%, a== r'}, r']

ouag)= {{r - -k}, {r->k}}

Allgemeinere Pascal’sche Schnecken

a, nach JM17-K8b vari _4
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Geometrischer Beweis: Gerade BP trifft dem Baum (-r2,0) da 8

AuBenwinkel der Dreiecks BaumOB ist und

= é— Bgilt. Strecke BP = Strecke OA =rl =k = konstant.

Darum lauft B als Herr auf dem Wanderkreis mit Radius r2,

auf dem auch der Baumist. Pist der Hund an der Leine der Lange k = r|.

Rechnerischer Beweis

In[50]:=

Out[50]=

In[51]:=

out[51]=

In[53]:=

out[53]=

In[71]:=

In[63]:=

out[63]=

[

{rlCos[tl] +r2Cos[t2], r1Sin[tl] +r2Sin[t2]}

Pp=(P/. {tl->t, t22t})
{rlCos[t] +r2Cos[2t], rlSin[t] +r2Sin[2t]}

Eliminate[{x == rl Cos[t] +r2 Cos[2t], y==r1 Sin[t] +r2 Sin[2t]} // TrigExpand, t] //
eliminiere Kosinus Kosinus Sinus Sinus erweitere trigonometrisc
FullSimplify

vereinfache vollstandig

$Aborted
{rl, r2, r}=.;

Eliminate[{x =rl c+r2 (c?-s?),y=rls+r2 2sc, c*+s? =1}, {c, s}| // FullSimplify

eliminiere vereinfache vollstand

(—r‘22+x2+y2)2 - P12 ((r‘2+x)2+y2)
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ingsl= Pl = 23
r2=.;
Manipulate[ ContourPlot[ (— r22 + x% + y2) 2 ( (rz + x) 2, yz) ,

{x, -3, 5}, {y, -4, 4}, Axes - True, ContourStyle -» Red],

{{r2, 1}, o, 4}]
rl=.

r2

M
J
T rn = > [+

out[98]=

-2 0 2 4

Ubliche Gleichung der Pascalschen Schnecken, Doppelpunkt im Ursprung

(X2 +y*-2ax)? == k* (x> +y?)
Die hergeleitete Gleichung und ihr Doppelpunkt (-r2,0)

niioo= Solve| (-r2% + x? +y2)2 = r1? ((r‘2+x)2 +y2) /.y -0, x]

ouftoo)= {{X > -r2}, {Xx->-r2}, {(x->-rl+r2}, {x->rl+r2}}

(x*+y*-2a x)2 == k? (x* +y?); (* original Pascal'sche Schneckex)

Man sieht durch Vergleich, wie schon geometrisch bewiesen, a=r2 und k=rl.
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Steinerkurve u.a. Hypotrochoiden

2t,=t,
_3?“1
A
e~ 3

5 6 7
k-o=mr9

;=09

in(112:= P

out1z= {rlCos[tl] +r2Cos[t2], rlSin[tl] +r2Sin[t2]}

n1a= Ph=P /. {t1 ->t, t2 > -2t}
out14= {rlCos[t] +r2Cos[2t], rlSin[t] -r2Sin[2t]}

Hypotrochoiden nach Formel 8.13 in meinem Buch S. 247

ni115= Xh = p (m— 1) Cos[t] +kaos[ (m-1) t];

yh =p (m-1) Sin[t] -pkSin[(m-1) t];

Also rl=p (m-1), pk=r2, Eswarm= %, bei der Steinerkurve m=3

R R
In[117]:= Solve[{r‘l =p (— -1], pk=r2, (— - 1) = 2}, {R, p, k}]
P P

3rl 1 2r2
out[117]= {{R% Tr‘,pe r‘?, k - %}}

ry = 2ry  Steiner

a, nach JM17-K8g-steiner-vari
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Ellipsen u.a. Hypotrochoiden, Bild oben!

in[(119:= P
ouft1g= {rlCos[tl] + r2Cos[t2], rlSin[tl] +r2Sin[t2]}

0= Pe =P /. {tl -> t, t2 » -t}
oufi20= {rlCos[t] +r2Cos[t], rlSin[t] -r2Sin[t]}

Hypotrochoiden nach Formel 8.13 in meinem Buch S. 247

ni11s:= Xh = p (m— 1) Cos[t] +kaos[ (m—1) t];

yh=p (m-1) Sin[t] -pkSin[(m-1) t];

Also rl=p (m-1), p k=r2, Eswarm= %, bei derEllipse m=2

R R
niiz2- Solve[{rl = (—-1], ok =r2, (— -1) =1}, {R, o, k}]
P P

out[122]= {{Re 2rl, o->rl, k- %}}

Sonderfall Strecke: k=1, also r2=r|

Astroide u.a. Hypotrochoiden

in(123):= P

ouf123= {rlCos[tl] +r2Cos[t2], rlSin[tl] +r2Sin[t2]}

n24= Pa=P /. {t1 ->t, t2 > -3t}
oufi24)= {rlCos[t] +r2Cos[3t], rlSin[t] -r2Sin[3t]}

Hypotrochoiden nach Formel 8.13 in meinem Buch S. 247

in115:= Xh = p (m— 1) Cos[t] +kaOS[ (m—l) t];

yh = p (m-1) Sin[t] - pkSin[(m-1) t];
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Also rl=p (m-1), p k=r2, Eswarm= %, bei der Astroide m=4

R R
niizs - Solve[{rl = (—-1], ok =r2, [—-1) =3}, {R, o, k}]
P P
4rl 1 3r2
out[125]= {{Re Tr, 0 - %, k - %}}

Pascalsche Schnecken als Epitrochoiden

in(123):= P

ouf123= {rlCos[tl] +r2Cos[t2], rlSin[tl] +r2Sin[t2]}

n3= Pp=P /. {t1 ->t, t2 > 2t}
ouf131]= {rlCos[t] +r2Cos[2t], r1Sin[t] +r2Sin[2t]}

Epitrochoiden nach Formel 8.13 in meinem Buch S. 247

in1321= Xh = p (m + 1) Cos[t] -p kCOS[ (m + 1) t];

yh = p (m+1) Sin[t] -pkSin[(m+1) t];

Also rl=p (m+1), p k=r2, Eswarm= %, bei der Pascal’schen Schnecke m=1
R R
In[134]:= Solve[{rl =p (— + 1) s, pk=1r2, [— + 1) == 2}, {R, o, k}]
< P

1 1 2r2
Out[134]= {{Re r‘?, 0 - r‘?, k - %}}
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Ha, nach JM17-K8b Pascal als Epitrbchoide
-4

Meyer’sche Kurve c) als Epitrochoide

in[123:= P

ou123= {rlCos[tl] + r2Cos[t2], rlSin[tl] +r2Sin[t2]}

npi2e;= Pa=P /. {tl ->t, t2 55t}
ouf12s)= {rlCos[t] +r2Cos[5t], r1Sin[t] +r2Sin[5t]}

Epitrochoiden nach Formel 8.13 in meinem Buch S. 247

np1291= Xh = p (m+ 1) Cos[t] —kaOS[ (m+1) t];

yh=p (m+1) Sin[t] -pkSin[ (m+1) t];

Also rl=p (m+1), p k=r2, Eswarm= %, bei der c-Kurve m=4

R R
Solve[{rl = (—+1), ok =r2, (— +1) =5}, {R, o, k}]
P ]
. 4rl ri 3r2,
out[127]= } 'R - y 0> , k t }
\ 3 3 rl

rl=2; r2=2;
ParametricPlot[{rlCos[t] +r2Cos[5t], riSin[t] +r2Sin[5t]},

{t, @, 2Pi}, PlotStyle - Red]
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Ha, nach JM17-K8c

Meyer’sche Kurve d) als Epitrochoide

in[123:= P

oufizs= {rlcCos[tl] +r2 Cos[t2], r1Sin[tl] +r2Sin[t2]}
3

inf139p= Pa=P /. {tl ->t, t2-5 — t}
5

3t ., 3t .
outf139]= {r2Cos[?} +r1cCos[t], r2 sln[?] +r1sinft]}

Epitrochoiden nach Formel 8.13 in meinem Buch S. 247

in291= Xh = p (m + 1) Cos[t] -p kCOS[ (m + 1) t];

yh=p (m+1) Sin[t] -pkSin[ (m+1) t];

Also rl=p (m+1), p k=r2, Eswarm= %, bei der d-Kurve m = ‘5—2

R R 3
In[140]:= Solve[{rl =p (—+1], pk=r2, (— +1) == —}, {R, o, k}]
P o 5

2rl 5rl 3r2
out[140]= {{Re—?r‘, p—>?r‘, kei}}
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inf491= Pl =25 r2 = 2;

. 3 . . 3
ParametricPlot[{rlCos[t] +r2 Cos[;t], r1Sin[t] +r2 Sln[;t] }s

{t, @, 10Pi}, PlotStyle - Red]

ri=.;

r2=.;
4+
oL

out[149]=
=3
4T
'1‘:23 PN 3t,=5t,

3
A 2

Ha, nach JM17-K8d




