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Eine Kaustik der Kardioide ist Nephroide

I t=228,4] 3
.

Strategie : Lot auf die Normale, dannA anS spiegeln,
A' =K, die Geraden QK erzeugen die Hiillkurve

Kardioide, Wanderkreis um O mit Radius %, Leine 23—", Baum (‘3—", 0)

npE22i= X[E_] ¢

a
; (2 Cos[t] - Cos[2t])

ylt_]:

a . .
; (2sin[t] -sin[2t])

neat= M= {@, O} (* Mittelpunkt des Wanderkreises, r ist sein Radius x)

ou41)= {0, 0}

Der “Baum “ steht bei A=(r,0) mit k=2r, mit r = %

Der Parameter t ist der Polarwinkel bezogen auf den Baum A.
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ne421= @ = 3; ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, @, 2Pi}]

out[242]=

Elimination

nieza- Eliminate[{x == (2s -2sc), s?+c? =1}, {s, c}] // FullSimplify

out[324]= (a—3x)3 (a+Xx)+18 <a2—3xz) y? = 27 y*

(a-3x)% (a+x) +18 (a®-3x?) y? = 27y* (* richtig »)
Nullstellen
In[245]:= Solve[(a—Sx)3 (@a+x) =0, {x}] (» Nullstellen x)
a
Out[245]= {{Xe -a}, {X% —}, {Xe

in248]= a = 33
ContourPlot[ (a-3x) 3 (a+x) +18 (a?-3x%) y? = 27y*,

{x, -3, 2}, {y, -3, 3}, AspectRatio -» Automatic, Axes - Tr‘ue]

outp248)= 0
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Rechnungen zu Tangenten

in32s1= DIX[t], t]

DLy[t], t]

Out[325]= a (—ZSin[t] +25in[2t})

Row R

ouf326l= — a <2C05[t] 72Cos[2‘t])
3

Steigung bei Parameterwert t.

Cos[t] - Cos[2t] . .
2= MLt_] t= // FullSimplify; m[t]
- Sin[t] +Sin[2t]

out[3291= Tan [ 7 ]

a=3; Plot[{m[t], x[t], y[t], 3, -3}, {t, @, 2Pi}, PlotRange » {-4, 4}]

a=.; (*y oliv %)

Gerade AQ

inzes)= gaq =y = Tan[t] (x - x[t]) +y[t] // FullSimplify

ouzeel= 3y +aTan[t] == 3xTan[t]

Einfallslot

ei=y = (x-x[t]) +y[t] // Fullsimplify

m[t]

(a+3x-6xCos[t]) Sin[t]
Cos[t] -Cos[2t]

ou[269]= 3y ==
nero- eisc = ei /. {Cos[t] » c, Sin[t] » s, Cos[2t] » c?-s?}

s <a+3x—6cx)

out270]= 3y =
c-c2+5s?
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In[330]:=

out[330]=

In[273]:=

out[273]=

In[275):=

out[275]=

In[278]:=

out[278]=

In[331]:=

out[331]=

In[332]:=

out[332]=

Lot von (%,O) auf das Einfallslot ist parallel zur Tangente
lot =y ==m[t] (X—E)
3
a 3t
= [ = Tan| —
( . x) an| ; ]

lotsc = lot /. {Cos[t] - c, Sin[t] » s, Cos[2t] » c*-s?, Sin[2t] » 25}

(c-c?+s?) (—§+x)

y::
-s+2cCs

Schnitt mit dem Einfallslot
Eliminate[{lotsc, eisc, s®+c? =1}, {s, c}] // Fullsimplify
(a-3x)% (a+6x)2+2916y° =

18 (a-3x) (a®-9a’x-54ax®+162x7) y?+243 (a*+12ax-36x*) y*

Das ist die Kurve der LotfuBpunkte und die passt zu GeoGebra
Solve[{lotsc, eisc}, {x, y}] // FullSimplify
a ((71+c)2c2+ (-1-2(-2+c)c) 52+s4) 2a(-1+¢)s((-1+¢)c-s?)

{{X% s Yo }}

3((—1+c)2+52) (c?+s?) 3((—1+c)2+52) (c?+s?)

Ricksubstitution fur den LotfuBpunkt S

a ((—1+c)2c2+ (—1—2 (—2+c) c) sz+s4)
XS = /. {s>Sin[t], c » Cos[t]} // FullSimplify
3((—1+c)2+sz) (% +s2)

1a (1+Cos[t] +Cos[2t] -Cos[3t])
6

2a(-1+c)s ((-1+c)c-s?)
ys = /. {s »>Sin[t], c » Cos[t]} // FullSimplify
3 ((—1+c)2+52) (c2+s?)

1a (sin[t] +sSin[2t] -Sin[3t])
6
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Spiegelung von A am LotfuBpunkt S (S muss Mitte von AK sein)

a
n3191= XK = 2 Xss - —
3

yk = 2yss

a 1
ouppies - —+ —a (1+Cos[t] +Cos[2t] -Cos[3t])
3 3

1
oupzo —a (Sin[t] +Sin[2t] -Sin[3t])
3

Das ist der Punkt K, durch den die gespiegelte Gerade gehen muss.

Gespiegelte Gerade zu AQ

yl[t] -yk (
x[t] - xk

inz3s= spiegel =y == X - x[t]) +y[t] // FullSimplify

ouzss= 3y +2aSec[2t] Sin[t] ==3xTan[21]
2 . .
npsoy= Y == XTan[2t] - —aSec[2t] Sin[t] (* gespiegelte Geradex)
3
2 .
ousgo= Y == — —aSec[2t] Sin[t] +xTan[2t]
3

2
n4si= FIX_] :=xTan[2t] - —aSec[2t] Sin[t]
3

Hullkurve

2 Pi
neaq= @ = 33 alle = Table[ x Tan[2t] - —aSec[2t] Sin[t], {t, @, 2Pi, —}];
3 50

inzeo= alleBild = Plot[alle, {x, -2, 1.6}, PlotRange » {-3, 3}, AspectRatio - Automatic];

| 5
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n3s57= @ = 13

nephi = ContourPlot[4a®+3a* (5y?-4x2) +122a% (X2 +y?)? =4 (X +y?)°,
Konturgraphik

{x, -2, 3}, {y, -2, 2}, ContourStyle -» {Thickness[0.01], Red}];
Konturenstil Dicke rot

inzso= Show[alleBild, nephi]
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Berechnung der Hilllkurve, Nephroide mit a=1 aufrecht

2
neez- abl = D[ xTan[2t] - —aSec[2t] Sin[t], t] // FullSimplify
leit-- | Tangente 3 |Sekante |Sinus vereinfache vollst:

1
neea- ablsc = = (6x-3aCos[t] +a (Cos[3t] // TrigExpand)) (Sec[2t] // Tr‘igExpand)2 /.
3 Kosinus Kosinus erweitere trigonometrische Funktion

{Sin[t] » s, Cos[t] -» c}
Sinus Kosinus

-3ac+a (c3—3csz) +6X

3 (c2—52)2

out[364]=




In[383]:=

out[383]=

In[386]:=

Out[386]=

In[390]:=

Out[390]=

In[393]:=

spiegelsc =
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(y = -2 iSec[2t] Sin[t] +xTan[2t] // Tr‘igExpand) /. {Sin[t] » s, Cos[t] - c}
3

2as 2csx

N
3 (cz—sz) c?2-s?

y::—

—3ac+a(c3—3csz) +6X

Eliminate [ {
3 (c2-52)2

FullSimplify

::e,y::—

2csx

4a°+972a% (x> +y?)?+27a% (-4x2+5y?) = 2916 (x> +y?)>

Nephroide

s €245 =1}, {s, c}] //

4a%+3a* (5y?-4x%) +12a% (X® +y2)2 =4 (x* +y2)3 /.a-1 (* vermutete Nephroidex)

4+12 <X2+y2)2+3 <—4x2+5y2) -

(x*+y?)®

4 3%+ 972 a2 (x2+y2)2+27a4 (-4x* +5y?) = 2916 (x2+y2)3 /.a-»3
(*» berechnete Hiillkurve x) // FullSimplify

ou[393= 729 (4+12 (x2+y2)2—4 <X2 +y2)3 +3 <—4x2+ SyZ)) =0

Beide Kurven stimmen uberein,

also ist die Nephroide als Kaustik der Kardioide

erschienen.

4+12 (X2+y2)2—4 (X2+y2)3+3 (—4X2+5y2) =0



