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7.7.2 Spannende Weiterfiihrungen und Aufgaben

Aufgabe 7.6 Pol und Polare fiir die Parabel

Von einem Pol A aus legt man Tangenten an einen Kegelschnitt c. Die Verbindungsgerade

der Bertihrpunkte heifit Polare von A beziiglich c¢. Umgekehrt kann man jede Gerade,

die den Kegelschnitt schneidet, als Polare auffassen und den zugehérigen Pol suchen.
Konstruieren Sie fir eine Parabel zu einem Pol die Polare und zu einer Polaren den

Pol. Diese Konstruktionsaufgaben kénnen Sie sich auch fir die Ellipse und die Hyperbel

stellen.

Hinweis
Bei der Inversion am Kreis, der Abschnitt B8 gewidmet ist, beantwortet Abb. 9,17b)
die erste Aufgabe, Abb. 9.17a) die zweite. Lassen Sie sich davon anregen. Der rechte
Winkel tritt bei der Parabel zwischen Brennpunkt, einem Punkt der Scheiteltangente
und dem Berithrpunkt auf, sieche Abb. 7.12b). Auch hier ist der Thaleskreis niitzlich.
Auf der Websife znm Buch finden Sie die GeoGebra-Dateien. Wahlen Sie mit der rechten
Maustaste ,,Navigationsleiste. Dann kénnen Sie genau verfolgen, wie konstruiert wurde.
<«

Losung: Diese Aufgabe ist als geometrische Herausforderung gedacht. Zu einem
Kegelschnitt ¢ und einem Pol liefert GeoGebra namlich mit dem Befehl Polare [Pol,c]
sofort die Polare, und mit Polare[g,c] fir eine Gerade g, die den Kegelschnitt
¢ schneidet, sofort den Pol. Das gilt fiir Parabel, Ellipse und Hyperbel. Span-
nend und lehrreich ist aber, dass der Polare-Pol-Zusammenhang als Verallgemeinerung
des Tangente-Beriihrpunkt-Zusammenhangs aufgefasst werden kann. Das wird auch in
Abb. I3 deutlich wenn man sich vorstellt, der Pol riickte immer ndher an die Kurve

heran. Dann ginge die Polare in die Tangente iiber.

Abb. 7.9 Aufgabe 7.6 Parabeln mit Polare-Pol-Paaren a) Polare gegeben, Pol konstruiert,
mit eingebautem Befehl fiir die roten Kreis, b), c), d) anderes herum, Erklarungen sind im Text.
d) ist vollstandig konstruiert, ohne Anleihen an der Fihigkeiten von GeoGebra.
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Die Beziehung: Pol-Sehnenmitte Im Buch ist Abb. 7.14 auf Seite 201 auf die Sche-
rung verwiesen, mit der man schrige Tagenten in Scheiteltangenten iiberfithren kann.
Hier ist in Abb. ™c¢) in gerader Lage selbstverstdandlich, dass der Pol an B gespiegelt
werden kann und die Polare parallel zur Scheiteltangente ist. In b) ist B der Beriihr-
punkt einer Tangente geworden und der an B gespiegelte Punkt Pol’ definiert mit der
Tangentenrichtung die Polare.

Die Konstruktionen In a) war die Polare schon gegeben, man musste also nur die
Sehnenmitte M an B spiegeln, um den Pol zu finden. Dabei ist B der Schnitt der Para-
bel mit der orangefarbenen Parallelen zur Parabelachse. Die Tangente in B wurde mit
Tangente [B,c] erzeugt.

In ¢), in der die Parabel die Gleichung y = %mQ hat, wurde nun auch diese Tan-
gentenrichtung durch reine Konstruktion gefunden. So dhnlich ist die Konstellation im
Buch in Abb. 7.12 auf Seite 198 zu sehen. Der Thaleskreis sorgt fiir H; und den rechten
Winkel dort. Dann ergibt sich G; auf der Leitgeraden. Die Mittelsenkrechte auf FGy
ist Tangente und der Bertthrpunkt ist ihr Schnitt mit eine Achsenparallelen durch Gj.
Ebenso findet man auf der anderen Seite Tangente und Berithrpunkt. Die Gerade durch
die beiden Beriihrpunkte ist die gesuchte Polare.

Gleichungen fiir Polaren In Formel 7.9 im Buch Seite 201 ist fiir Py = (z0,y0) als

Yo T
b2=1

ergibt die Polare, wenn Py nicht auf dem Kegelschnitt liegt, + gilt fiir Ellipsen — fiir

Berithrpunkt die Tangentengleichung “%* + hergeleitet. Dieselbe Gleichung
Hyperbeln.
Fiir Parabel y = ﬁxQ leiten wir fiir den Pol Py = (x0, o) die Polarengleichung direkt
22
her: B hat die Abszisse zy und die Ordinate ;—;. Spiegeln wir Py an B, dann ersteht
P = (1‘0, 2. % — yo). Die Steigung in B ist % Damit ist die zur Tangente in B

2
parallele Gerade durch Pj nun y = %O(x —xg)+2- g—g — Yo = % — 10, zwei Terme heben

sich weg.

Die Polarengleichung fiir die Parabel ist also y + yg = T;JTT und das ist zugleich
die Tangentengleichung, falls Py auf der Parabel liegt.

Bemerkenswerterweise gibt es auch diese Weise auch Polaren, die den Kegelschnitt gar
nicht schneiden. Die Gleichungsauffassung erweitert also das urspriinglich geometrische

Konzept.

Blick auf die Inversion am Kreis Im Abschnitt 9.5 ist in Abb. 9.17 gezeigt, dass man
mit Pol und Polare am Inversionskreis die Kreisspiegelbilder konstruieren kann.

Erfindung von Spiegelung an beliebigen Kegelschnitten Fiir eine ,,Parabelspiegelung*
miisste das P das Spiegelbild sein. Bei Ellipse und Hyperbel ergibt sich ein Zusammen-
hang zu den konjugierten Durchmessern der vorigen Aufgabe. Jedenfalls ist es bestimmt
interessant, diese Verallgemeinerungen der Kreisspiegelung zu untersuchen.



