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m IKurven erkunden und verstehen

Dorte Haftendorn, Springer 2017, Website zinm Buch
3.1.1 Konchoide des Nikomedes, genannt Hundekurve

Aufgabe 3.1 Visuelles Priifen von Termumformungen
Priifen Sie durch Zeichnung in GeoGebra und durch Rechnung: Welche der folgenden
Gleichungen ist eine richtige Umformung der Hundekurven-Gleichung
(22 4+ 9%) - (y — a)?) = k?y? (GL3.1)?
a) (z+y)* - (y—a)® = k*y? b) (2% +¢%) - (v* — a®) = K*y?
c)a*(y —a)? =y’ (k* — (y—a)?) d) (k+y—a)k—y+a)y*=(z-(y—a))?
e) 2%y® = (y + a)*(k* — °)

Hinweis

Beachten Sie, dass sich Strichrechnung und Quadrierung nicht gut vertragen. Die dritte
binomische Formel ist fur d) niitzlich. Gleichung e) zeigt zwar die verschobene Hunde-
kurve, aber es ist keine zuléssige Gleichungsumformung. <

Lésung Die gemeinte Hundekurve (22 +42) - (y —a)?) = k%y? ist rot dargestellt. In den
folgenden Bilder ist a = 0.4 und k& = 1.6. Die zu testenden Kurven tragen den Index k.

Ay

-
5 4 -3 -2 1701 2 3 5
C dy €,

2 2

Abb. 3.1 Afg. 3.1 aj, und by passen gar nicht. Die Gleichungen sind sicher falsch umgeformt.Es
ist ej, eine verschobene Hundekurve, aber e) ist keine erlaubte Gleichungsumformung (s.u.).
Die Kurven ¢ und dj, liegen in diesem Fenster auf der Kurve. Das bleibt auch bei Variation von
a und k so. Ein rechnerischer Beweis steht unten.


http://www.kurven-erkunden-und-verstehen.de
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Fehler fiir a) und fiir b) : Binomische Formeln sind nicht beachtet.

Beweis: ¢;, ist die Hundekurve: In Gl. 3.1 linke Klammer auflésen und y?(y — a)? nach
rechts bringen, dann y? ausklammern.

Beweis: dj, ist die Hundekurve: In ¢) das Quadrat des linken Produktes nach auflen
schreiben (Potenzgesetz!). Rechts die dulere Klammer mit der 3. binomischen Formel in
zwei Klammern auflésen und in diesen zusammenfassen.

Beweis der Verschiebung: Die y-Achse wird geschnitten bei x=0, also gilt (y+a)?(k? —
y?). Also ist der Doppelpunkt bei y = —a und die beiden anderen Schnittpunkte sind bei
y = £ k. Wenn es eine Hundekurve sein soll, miisste die Strafie nun y = 0 sein. Eingesetzt
in e) ergibt dies z-0 = a2k?, eine Gleichung, die bei ,,echten“ Konchoiden (d.h. a # 0 und
k # 0 nicht erfiillbar ist. Damit die die x-Achse als Asymptote bestatigt. Wie verschieben
also GI 3.1 um @ nach unten, d.h. (224 (y+a)?)(y)? = k%y?, also 22y? = (y+a)?(k*—9?),
also die Gleichung e). Damit ist bewiesen, dass die lilafarbene Kurve eine verschobene

Hundekurve ist.

GeoGebra-Datei afg3.1-terme.ggh


http://www.kurven-erkunden-und-verstehen.de/03klassisch/afg3.1-terme.ggb
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3.1.2 Allgemeine Definition der Konchoiden

3.1.3 Polargleichungen der Konchoiden
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m IKurven erkunden und verstehen

Dorte Haftendorn, Springer 2017, Website zinm Buch

3.1.4 Pascal’sche Schnecken oder die Limacon

Aufgabe 3.2 Erkunden der Pascal’schen Schnecken

Bedenken Sie: Dies Buch kann zum Erkunden anregen und Verstehen ermdglichen. Nur

Sie selbst konnen erkunden und verstehen.

1.

4.

Begriinden Sie entsprechend Abschnitt 7?7 die drei Formen der Pascal’schen Schnecken
nit Hilfe der polar-kartesischen Darstellung.

. In Abb. ?? d) schen Sie eine vollig andere Kurve, weil der Baum B nicht auf dem

Kreisrand steht. Uberlegen Sie, warum es fiir eine vollstindige Ubersicht iiber mog-
liche Formen reicht, wenn man B = (b,0) auf der x-Achse verschiebt. Mit reicht ist
dabei gemeint, dass man bei einer beliebigen Lage von B irgendwo im Koordinaten-
system nur mehr Miihe hat und doch nichts anderes sehen kann, als mit geschickt
gewdhlter Lage. Es reicht sogar b < a zu betrachten. Man formuliert auch: Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit, kurz o. B. d. A., liege B auf der x-Achse links
von M.

. Erarbeiten Sie sich eine solche Ubersicht. Uberlegen Sie dabei, was Sie als wesentlich

verschieden ansehen mdochten.
In jeder Stellung von B kénnten Sie auch noch die Leinenlénge k variieren.

Hinweis

Die interaktive Datei finden Sie hier Website zum Buch. Wenn Sie ein schones Poster

mit den Kurvenbildern entwerfen wollen, schalten Sie in GeoGebra die Anzeige der Kon-

struktionselemente und der Achsen nach Belieben aus. Verwenden Sie z. B.: Export —
Grafik-Ansicht in die Zwischenablage. <

rx) =22 ms{fx]+2 @

Abb. 3.2 Afg. 3.2 Top 1 Pascal’'sche Schnecken polar-kartesisch


http://www.kurven-erkunden-und-verstehen.de
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Polar-kartesische Darstellung Die Polargleichung der Pascal’schen Schnecken ist
7(0) = 2a cos(#) £ k (Gl. 3.5). Es handelt sich in der kartesischen Sicht also um eine par-
allel zur y-Achse verschobene Kosinusfunktion. Die Funktion o(z) = 2a cos(x) erstreckt
sich in einem Streifen der Breite 2 - 2a um die x-Achse. Wird ein positives k addiert, so
schneidet der Graph fiir £ < 2a die x-Achse. Das kartesisch unter der x-Achse gelegene
Kurvenstiick erzeugt dass eine Schlaufe, sie wird immer kleiner je grofier k£ wird. Im Bild
ist £k = 2 und a = 2, der Wanderkreis ist nicht eingezeichnet. Er hat M = (a,0) und
R =a.

Ist & = 2a, so beriihrt der Graph der Kosinusfunktion die x-Achse, es entsteht polar
die fiir die Kardioide typische Spitze im Ursprung.

Ist k& > 2a, so berithrt der Graph der Kosinusfunktion die x-Achse gar nicht mehr,
es entstehen polar die Pascal’schen Schnecken mit einer ,Delle® links, die den Ursprung

nicht mehr erreichen.

Zu Top2, 3 und 4 Wenn Sie die Stellung des Baumes B variieren wollen, So bauen Sie
sich eine Datei, mit einem B = (b, 0) verschieblich auf der x-Achse. Z.B. die GeoGebra-
Datei atg-pascal.ggh.

Es gibt auch den Sonderfall mit zwei Kreisen Konchoid-Kreis-trivial.ggh.


http://www.kurven-erkunden-und-verstehen.de/03klassisch/afg-pascal.ggb
http://www.kurven-erkunden-und-verstehen.de/03klassisch/Konchoid-Kreis-trivial.ggb

3.2 Strophoiden: die Seilkurve und ihre Verwandten 13

3.1.5 Formenreichtum der Konchoiden

Aufgabe 3.3 Erkunden von Konchoiden zu allerlei Wanderkurven C.
Sie konnen das Folgende durchaus in einer einzigen GeoGebra-Datei experimentieren,
eine solche finden Sie auf der Wehsite znm Buch.

Abb. 3.3 Allgemeine Konchoiden als Anregungen zu Aufgabe B3 a) einer Parabel, b) einer
Kosinuskurve, c) einer variierten Sinuskurve

Die Variation der Parabel aus Abb. ?? birgt schon viele Uberraschungen. Aber Sie
brauchen lediglich den Eintrag fiir die Wanderkurve zu d&ndern, um ganz eigene Kreatio-
nen hervorzubringen. Alle geometrischen Konstruktionselemente sind sofort auf die neue
Kurve oder Funktion bezogen.

1. Wahlen Sie zundchst andere Leinenlédngen k.

2. Wahlen Sie andere Hohenlagen a der Parabel.

3. Wihlen Sie andere Parabeln. Diese diirfen einen Parameter a enthalten.

4. Geben Sie in GeoGebra die in Abb. 7?7 gezeigte Gleichung mit Schiebereglern fiir a
und k ein. Achten Sie (iiber den Eigenschaften-Dialog) darauf, dass a kleine Werte
wie z.B. 0.1 annehmen kann. Finden Sie Thre Lieblingsform.

5. Wahlen Sie iiberhaupt andere Funktionen, wie es in Abb. B33 gezeigt ist.

Hinweis
Beachten Sie den Hinweis zu Aufgabe B2.
Auch die Herleitung der angegeben Gleichung finden Sie auf der Website zum Buch. <«

3.2 Strophoiden: die Seilkurve und ihre Verwandten

3.2.1 Gerade Strophoide

Aufgabe 3.4 Der Hohenschnittpunkt wandert
Der Text bezieht sich auf Abb. BA. Dort sind die Bezeichnungen so gewéhlt, dass ein

Beweis dann leicht fillt. Es ergibt sich eine Strophoide in der Lage von Abb. 77 a). Mit
dem Eintragen der Gleichung 77 kénnen Sie das bestétigen.

Beweisen Sie es auch geometrisch durch zusétzliches Eintragen von Konstruktionsele-
menten aus Abb. 77.
Beweisen Sie es durch Aufstellen der Gleichung fiir die so erzeugte Kurve.
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Abb. 3.4 Hohenschnittpunkt im Dreieck
Setze die Punkte B = (0,0) und A(a,0) mit be-
liebigem a.

Schlage um A einen Kreis mit dem Radius BA und
setze darauf @) zugfest.

Zeichne das Dreieck BAQ und konstruiere zu ihm
zwei Hohengeraden.

Gesucht ist die Ortslinie des Héhenschnittpunktes
P, wenn @ auf dem Kreis wandert.

Hinweis

Fiir den geometrischen Beweis ist es hilfreich, @ und die von dort ausgehende Hohe an
der Geraden = = a zu spiegeln. Fiir den algebraischen Beweis verfolgt man die Schritte
in Abschnitt ?? und noch die Tipps in Abschnitt ?7?7. Beide Beweise findet man auf der

Website zum Buch, aber versuchen Sie es erst selbst! P |

3.2.2 Aligemeine Strophoide

3.2.3 Schiefe Strophoide

Aufgabe 3.5 Strophoide zu einer waagerechten Geraden
Waihlen Sie als Kurve C' die waagerechte Gerade y = ¢ mit B = (0,0) und A = (q,0).

1. Konstruieren Sie die zugehorige Strophoide und sehen Sie sich die auftretenden For-
men an. Formulieren Sie Thre Beobachtungen.

2. Warum haben Sie, auch wenn Sie B und A nicht variieren und nur beliebige ¢ > 0
zulassen, dennoch alle Strophoiden untersucht, bei denen die Kurve C eine Gerade
parallel zu BA ist?

3. Raten Sie mit etwas Uberlegung eine Asymptote (in Abhéngigkeit von ¢) dieser Stro-
phoiden. Untermauern Sie Thre Wahl dadurch, dass GeoGebra nur den einen direkt
sichtbaren Schnittpunkt mit Threr Geraden hat. Welche besondere Lage hat dieser
Schnittpunkt?

4. Stellen Sie die drei Gleichungen fiir @ und P auf (entsprechend Abschnitt 7?7 oder
Abschnitt ??). Eliminieren Sie v und v. Es geht dieses Mal durchaus von Hand.

5. Uberpriifen Sie Ihren Vorschlag fiir eine Asymptote an der Gleichung.

6. Zeigen Sie, dass die Kurve C' : y = ¢ von der Strophoide nie geschnitten wird.

7. Stellen Sie sich selbst Fragen und versuchen Sie wenigstens ndherungsweise Antworten
zu finden.

Hinweis

Eine interaktive Datei und die Losungen finden Sie — wie immer — auf der Website znm
Buch. <«
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3.2.4 Noch allgemeinere Strophoiden

Aufgabe 3.6 Kreis-Strophoiden

Bei den Pascal’schen Schnecken regt Aufgabe B2 das Nachdenken tiber wesentliche Ver-
anderungsmoglichkeiten an. Hier konnten B und A feste Punkte sein und die Form der
Strophoide hédngt dann von der Lage und Groéfle des Wanderkreises ab. Nur wegen der
Gesamtgrofle des Bildes ist in Abb. 7?7 dennoch a variiert.

1. In Abb. ?? ist B im Ursprung und A = (a,0). Der Parameter a, der Mittelpunkt M
des Wanderkreises und der Radius g erfiillen bei b) a = 4, M = (1.99,0), o = 2, bei
¢)a=4, M =(2.01,0), o=2und bei d) a =3, M = (1.5,0.5), 0 = 1. Dabei sind ¢)
und d) um 90°gedreht dargestellt. Bauen Sie die Konstruktion mit fein steuerbaren
Schiebereglern fir die Parameter nach und lassen Sie sich von der Formenvielfalt
iiberraschen.

2. Machen Sie sich klar, dass es Geraden gibt, die diese Strophoiden sechsmal schneiden.
Also muss die algebraische Gleichung mindestens den Grad 6 haben. Aufstellung einer
Gleichung ist mit ,,Eliminate moglich — siehe Website — aber der Aufwand lohnt nicht
recht. Hinsehen ist besser.

3. Der Sonderfall M = (%,0), o = § zeigt als Ortslinie nur zwei Kreise, sehen Sie sich
das an. Die zugehorige Gleichung ist:

(22 +y? —a(z+y))- (2% +y* —a(x —y)) = 0. Sie zerfillt in zwei Faktoren. Zeigen
Sie, dass dies tatsédchlich die beiden Kreise sind, die man sieht. Sehen Sie sich aber
auch an, dass nicht P den einen Kreis und P’ den anderen Kreis erzeugt.

Mehr zu Gleichungen, die in Produkte zerfallen, finden Sie vor allem in Ab-
schnitt B233.

4. Zeigen Sie durch ein einfaches geometrisches Argument, dass sich mit M = A im-
mer allgemeine Kreis-Konchoiden ergeben und dass diese fiir o = a Pascal’sche
Schnecken sind.

3.3 Trisektrix
3.3.1 Die Trisektrix von Maclaurin
3.4 Cissoiden: die Efeukurve und ihre Verwandten

3.4.1 Die Cissoide des Diokles

3.4.2 Aligemeine Cissoide
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3.4.3 Die allgemeine Polargleichung der Cissoide
3.4.4 Die klassischen Kurven als Cissoiden
3.4.5 Geometrie aus der Polargleichung erfinden

3.4.6 Noch allgemeinere Cissoiden

3.5 Analysis-Anwendungen bei den klassischen
Kurven
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